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1 Einleitung

Eine h•au�ge Problemstellung in der Computer Vision besteht darin, dassman Bilder in
bestimmte Bereiche segmentieren m•ochte, wobei bekannt ist, welche Form dieseBereiche
in etwa haben. So kann es zum Beispiel sein, dassman wei�, dasses in einer Aufnahme
einenBereich gibt, der ein Buch darstellt. Ein solcher Bereich wird in etwa einerechteckige
Form haben, wobei die Ausrichtung diesesRechtecks unerheblich ist. Bei der Segmentie-
rung durch Modellanpassungwird diesesRechteck nun erst als abstraktes mathematisches
Modell beschrieben, dann an die entsprechenden Datenpunkte angepasstund schlie�lic h
wird das Bild in die entsprechenden Teile aufgeteilt. Etwas allgemeiner kann man das
Verfahren wie folgt beschreiben:

mathematischesModell (Rechteck, Ellipse, Kurv e, ...)
+

Anpassungan die gemessenenBildpunkte
+

Segmentierung desBildes in die entsprechendenBereiche

Im Folgenden sollen verschiedene Methoden vorgestellt werden, um Bilder nach dieser
Vorgehensweisezu verarbeiten. Hierbei werden die Verfahren nur f•ur recht einfache geo-
metrische Modelle, wie Linien und Kurv en, beschrieben. Jedoch lassensiesich in der Regel
auch auf komplexereFormen erweitern.

2 Linienanpassung

2.1 Die Hough-T ransformation

2.1.1 Das Prinzip der Hough-T ransformation

Eine der einfachsten, aber auch e�zien testen Techniken um Linien in Punktmengen zu
�nden ist die in [3] vorgestellte Hough-Transformation. Sie basiert auf der Tatsache, dass
man jede Linie durch die folgendeGleichung beschreiben kann:

x cos� + y sin � � r = 0; � 2 [0; 2� ]:

Dashei�t, alle Punkte (x; y), welchedieseGleichung erf•ullen, liegenauf der entsprechenden
Gerade.Dabei beschreibt r den Abstand der Linie zum Ursprung desKoordinatensystems
und � den Winkel zwischen diesemAbstandsvektor und der x� Achse.
Das bedeutet aber auch, dassman jede Linie durch die Parameter (� ; r ) vollst•andig be-
schreiben kann. Geht man andererseitsdavon aus,dassman einenPunkt (x0; y0) betrach-
tet, so bildet die Mengealler Linien durch diesenPunkt einen sogenannten Linienr aum.
L•ost man nun dieseGeichung nach r auf, soergibt sich f•ur jedenPunkt (x0; y0) eineKurv e
in einem Koordinatensystemmit den Dimensionen� und r . Wobei die Punkte auf der je-
weiligen Kurv e die Mengealler Linien beschreibt, die durch (x0; y0) gehen.Und esist klar,
dassnun im Schnittpunkt der Kurv en, die zu jedemDatenpunkt (xn ; yn ) bestimmt werden
k•onnen, die Parameter � und r abgelesenwerden k•onnen, welche die Linie beschreiben,
die durch alle (xn ; yn ) f•uhrt. Die obige Gleichung nach r aufgel•ost lautet dann:

r = � x0 cos� � y0 sin � (1)

Da das zu untersuchende Bild nur eine bestimmte Gr•o�e hat, existiert au�erdem ein R,
so dassman nicht an r > R interessiert ist, da dieseLinien au�erhalb des Bildes liegen
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w•urden. Um die Menge von Linien, die durch die verschiedenenPunkte (xn ; yn ) gehen,
zu diskretisieren wird nun ein so genanntes Akumulatorarray mit den Dimensionen(� ; r )
festgelegt.Man kann essich wie ein Gitter vorstellen mit denFelderndesArrays als K •orbe.
F•ur jeden Punkt (xn ; yn ) wird dann die Mengealler durch ihn gehendenLinien bestimmt,
wobei jede Linie de�niert ist durch das Paar (� ; r ). Dann wird in dem entsprechenden
Feld (� ; r ) des Arrays ein Z•ahler um eins erh•oht. Oder etwas anschaulicher: es wird eine
Stimme in den entsprechendenKorb gelegt.Das ganzeist dann mit einer Art Wahlprozess
vergleichbar. Der Korb mit den meisten Stimmen bestimmt dann durch seine Position
(� ; r ) in dem Gitter die Linie, welche am besten an die Datenpunkte angepasstist. Zur
besserenIllustration ist dieser Wahlprozessin der Abbildung 1 gra�sch dargestellt. r 2
[0;1; 55] ist in vertikaler Richtung angetragen,� in horizontaler Richtung. Es gibt in jeder
Dimension 200 Felder. Die ideale Linie wird durch x cos� + y sin � � r = 0 mit � =
�
2 = 45� und r =

p
0; 5 dargestellt. F•ur jeden Datenpunkt in den linken Bildern ergibt

sich eine durch die Gleichung (1) de�nierte Kurv e der Parameter (� ; r ) aller durch diesen
Punkt gehendenLinien. Man erkennt in dem oberen rechten Bild, dass die Linien sehr
regelm•a�ig sind und sich in genau einem Punkt alle Kurv en schneiden. Dies ist klar, da
die untersuchten Datenpunkte genauauf einer Linie liegen.Der Schnittpunkt aller Kurv en
bestimmt genaudie Paramter der Geradendurch die Punkte, da hier die meistenStimmen
zusammengekommensind. In den unteren beidenBildern sieht man nun Datenpunkte, die
nicht mehr genauauf einer Linie liegen und entsprechend schneiden sich die Linien auch
nicht mehr alle in einemPunkt. Aber man erkennt eineRegionin der sich die Schnittpunkte
h•aufen. Innerhalb dieserRegion wird sich eine Position mit den meisten Stimmen �nden,
welche einebez•uglich der gegebenenDatenpunkte optimale Linie bestimmt, da dieseLinie
durch die gr•o�m •ogliche Anzahl aller Datenpunkte f•uhrt.

2.1.2 Probleme in der Praxis

In dieserForm ergeben sich in der Praxis allerdings h•au�g noch folgendeProbleme:

� Quan tisierungsfehler: Es stellt sich h•au�g als schwierig heraus, eine ad•aquate
Gittergr •o�e zu w•ahlen. Wird das Raster zu grob gew•ahlt, so kann dies dazu f•uhren,
dasssich in einem Korb die Stimmmen vieler recht verschiedener Linien sammeln.
Wird es hingegenzu fein gew•ahlt, so kann es passieren,dasssich in keinem Korb
signi�k ant mehr Stimmen ansammeln als in anderen, weil auch f•ur sehr •ahnliche
Linien die Stimmen nicht im gleichen Korb landen.

L•osung: in der Praxis wird das Gitter gew•ohnlich mittels
"
Trial and Error \ angepasst.

Das hei�t, man wendet die Hough-Transformation f•ur ein Bild an, dass die
Klasse von Bildern repr•asentiert, welche untersucht werden sollen. Dann wird
die Gittergr •o�e so lange angepasst,bis das Ergebnis zufriedenstellendist. Au-
�erdem kann esvor allem im Falle der zu klein gew•ahlten Gittergr •o�e sinnvoll
sein, dassman jedem Nachbarn einesFeldesauch eine Stimme gibt, wenn man
demFeld eineStimme gibt. Auf dieseWeisebekommenauch alle nahebei dieser
Linie liegendenLinien eine Stimme.

� Probleme mit Rausc hen: Der Reizder Hough-Transformation liegt unter anderem
auch darin, dassdiesesVerfahren relativ weit voneinanderentfernt liegendePunkte
als potenzielle Teile einer Linie betrachtet, da die durch die beiden Punkte gehende
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Abbildung 1: Beispiel zur Hough-Transformation (aus [1]).

Linie die gleichen Parameter � und r hat und siedeswegenzwei Stimmen im entspre-
chenden Feld des Akumulatroarrays bekommt. Dieser Vorteil beinhaltet aber auch
einen Nachteil: in einer gleichverteilten, gen•ugend gro�en Menge von Bildpunkten,
wie eszum Beispiel Texturen sind, �ndet man einegro�e Anzahl von Phantomlinien.
Dies kann dazu f•uhren, dassin einemBild in Texturen Linien gefundenwerden,wel-
che mehr Stimmen bekommen, als die Kanten dieserTexturen, welche ja die Linien
darstellen, nach deneneigentlich gesucht wurde.

L•osung: man sollte die Anzahl irrelevanter Bildpunkte so stark wie m•oglich reduzieren.
Dies kann zum Beispiel dadurch geschehen, dassman den Kantendetektor so
einstellt, dassTexturen ausdemBild entfernt werdenund nur scharf gezeichnete
Kanten im Bild bleiben.

Trotz all dieser Nachteile kommt die Hough-Transformation bei bestimmten Problemen
h•au�g zum Einsatz. Zumal sie auch auf komplexereModelle als Linien angewendet wer-
den kann. So kann die Hough-Transformation auch auf Objekte wie Kreise oder Ellipse
angesetztwerden.Die wird zum Beispiel bei einigenVerfahren zur Iriserkennung gemacht.

2.2 Distanzbasierte Verfahren

Diesesund das folgende Verfahren geh•oren zu anderen Klasse von Methoden. Es wird
nun angenommen,dassalle Datenpunkte zu genau einer Linie geh•oren. Das Ziel ist nun
die Parameter der Linie so an die gegebenenDatenpunkte anzupassen,dassder Abstand
zwischen den Datenpunkten und der Linie minimal wird.
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Im weiteren wird zur besserenLesbarkeit die Schreibweiseu eingef•uhrt, um den Mittelw ert
•uber alle Werte un zu beschreiben. Es gilt:

u =
1
N

NX

n=1

un :

2.2.1 Die Metho de der kleinsten Quadrate (Least Squares)

Eines der •altesten Verfahren mit einer langen Tradition ist die Methode der kleinsten
Quadrate (engl. Least Squares). Hierbei wird eine Linie in der Form y = ax + b und
die entsprechendenDatenpunkte ausdem Bild als Zweiertupel (xn ; yn ) repr•asentiert. Nun
ist man an einer Liniendarstellung interessiert, die einem bez•uglich aller gemessenenxn -
Werte, den am n•achsten zu dem entsprechendenyn -Wert liegendenWert vorhersagt. Be-
zogenauf die oben gew•ahlte Linienrepr•asentation ist dies gleichbedeutend mit der Wahl
der Linienparameter so, dassdie Linie den folgendenAusdruck minimiert:

NX

n=1

(yn � (axn + b))2: (2)

Durch Di�erenzierung sind die Paramter a und b einer solchen Linie als L•osung der fol-
gendenGleichung gegeben:

�
xy
y

�
=

�
x2 x
x 1

� �
a
b

�
: (3)

Berechnet man nun die inverseMatrix
�

x2 x
x 1

� � 1

so kann man a und b bestimmen.
Allerdings ergeben sich mit diesemVerfahren unter Umst•anden auch Probleme. Eines ist,
dass die Fehlerberechnung von dem gegebenen Koordinatenrahmen abh•angt. Ver•andert
sich die Ausrichtung der y� Koordinate so ver•andert sich auch die Gr•o�e der Fehler. Zu-
dem bewirkt die Tatsache, dassdie vertikalen Verschiebungen der Punkte als Fehler ge-
messenwerden, dassvertikal ausgerichtete Linien zu relativ gro�en Fehlern f•uhren. Es ist
sogarso, dasskomplett vertikale Linien gar nicht erkannt werden. DiesesVerfahren wird
insbesonderedann benutzt, wenn der Messfehlerder Datenpunkte xn sehrklein gegen•uber
den yn ist, bespielsweisebei Zeitreihen.

2.2.2 Die Metho de der insgesam t kleinsten Quadrate (T otal Least Squares)

Um diesesProblem zu beheben, besteht die M•oglichkeit anstatt der vertikalen Distanz
zwischen dem Punkt und der Linie die direkte Distanz zwischen dem Punkt und der
Linie zu w•ahlen. Hierzu wird die oben gew•ahlte Darstellung einer Linie zu � (x; y) =
ax + by+ c = 0 ver•andert. Eine Linie wird nun durch ein Tupel (a; b;c) dargestellt, mit der
Einschr•ankung, dassgelten mussa2 + b2 = 1. DieseDarstellung entspricht der Darstellung
in der Hough-Transformation, nur dass hier die Variablen a;b und c hei�en, und nicht
sin � ; cos� und r . Man beachte hier, dassf•ur ein � 6= 0 die durch (a;b;c) repr•asentierte Linie
mit der durch � (a; b;c) dargestellten Linie identisch ist, was aber durch die Normierung
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Abbildung 2: Links: Total Least Squares,rechts: Least Squares(aus [1]).

a2 + b2 = 1 ber•ucksichtigt wurde. Zudem kann man beweisen,dassder senkrechte Abstand
zwischen der Linie (a;b;c) und dem Punkt (u; v) berechnet werden kann durch:

dist (� (x; y); (yn ; xn )) = j� (xn ; yn )j = jaxn + byn + cj mit a2 + b2 = 1: (4)

DasZiel ist nun, analogzum vorherigenVerfahren,den quadratischen Abstand aller Punk-
te (xn ; yn ) zu der durch (a;b;c) de�nierten Graden zu minimieren. Dies scha�t man durch
die Minimierung desfolgendenAusdrucks:

NX

n=1

(axi + byi + c)2 mit a2 + b2 = 1: (5)

Es existiert also ein Ausdruck der unter Beachtung einer Nebenbedingung minimiert wer-
den soll. Ein solches Problem l•asst sich mit Hilfe einesLagrange-Multiplik ators � l•osen.
F•ur den hier vorliegendenSachverhalt ergibt sich dann die folgendeGleichung:

0

@
x2 xy x
xy y2 y
x y 1

1

A

0

@
a
b
c

1

A = �

0

@
2a
2b
0

1

A : (6)

Nun kann man c direkt durch Umformung bestimmen und diesesc dann in (6) resubsti-
tuieren. Mit c = � ax � by f•uhrt dies dann zu dem folgendenEigenwert-Problem:

 
x2 � x x xy � x y
xy � x y y2 � y y

! �
a
b

�
= �

�
a
b

�
: (7)

Da diesein 2D-Eigenwertproblem ist, k•onnenzwei L•osungengefundenwerden.Die beiden
gefundenenL•osungenrepr•asentieren Vektoren, welche beide rechtwinklig zu der angepas-
sten Linie stehen.Die Parameter einesdieserbeidenVektoren stellen die von uns gesuchte
L•osungdar.
In Abbildung 2 ist noch einmal der prinzipielle Unterschied zwischen den Distanzma�en
der Least-Squares-und der Total-Least-Squares-Methode dargestellt.

2.3 Zuweisung der Punkte zu den Linien

Sowohl bei der Methode der kleinsten Quadrate, als auch bei der Methode der insgesamt
kleinsten Quadrate wurde bis jetzt immer davon ausgegangen,dassalle Punkte desBildes
zu einer anzupassendenLinie geh•oren. Dies ist allerding im Bereich der Computer Vision
nur in wenigen F•allen gegeben. In der Regel ist es so, dass entschieden werden muss,
welchen Punkt man zur Anpassung welcher Linie w•ahlt. Zur L•osung diesesProblems
werden im Folgendenzwei Prinzipien betrachtet:
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� die inkrementelle Anpassung

� Punktzuweisungmittels K-means

Die Hough-Transformation, die keine eindeutige Zuordnung erwartet wurde bereits im
Kapitel 2.1 vorgestellt.

2.3.1 Die inkremen telle Anpassung

Bei diesemAlgorithm us wird die Tatsache ausgenutzt, dassman nur selten isolierte Punk-
te vor�ndet. In der Regelwerden die Linien an Punkte angepasst,welche auf den Kanten
liegen, die ein Objekt begrenzen.Solche Punkte werden Kantenpunkte genannt. Da diese
Kantenpunkte Informationen •uber ihre Orientierung enthalten, k•onnenwir dieseInforma-
tion nutzen, um vorherzusagen,in welcher Richtung der n•achste Kantenpunkt liegt. Der
inkrementelle Anpassungsalgorithmusverwendetzusammenh•angendeKurv envon Kanten-
punkten und passtdie Linien an dieseMengevon Punkten an. Solche Kantenpunktkurv en
sind durch einen Kantendetektor zu erhalten, welcher auch die Orientierung der Kanten-
punkte ausgibt. Nun startet der Algorithm us an demeinenEnde der Kurv e,passtdie Linie
entsprechend der Ausrichtung der Kantenpunkte an und enfernt die Punkte, welche zu der
Linie geh•orten. Kommt er an einen Punkt, an dem die Kantenpunktkurv e nicht mehr zu
der Linie passt, so beendeter die Anpassungder Linie, speichert dieseund f•ahrt mit der
Anpassungeiner neuenLinie an die verbleibendenPunkte in der Kantenpunktkurv e fort.
Der zu diesemVerfahren geh•orendeAlgorithm us in Pseudocode lautet wie folgt:

Algorithm us: inkrementelleAnpassung

Schreibe alle Punkte in der Reihenfolgein der sie in der Kantenpunktkurvestehenin die
KurvenListe

Leeredie LinienPunkteListe

Leeredie LinienListe

until zu wenigePunkte sind in der KurvenListe

Verschiebe die erstenPunkte von der KurvenListeauf die LinienPunkteListe

Passedie Linie an die Punkte auf der LinienPunkteListean

while die angepassteLinie gut genungist do

Verschiebe den n•achstenPunkt von der KurvenListeauf die LinienPunkteListe
und passediesean

end

Verschiebe den letzten Punkt von der LinienPunkteListeauf die KurvenListe

Passedie Linie an

F•ugedie Linie zur LinienListehinzu

end

Die inkrementelle Apassungfunktioniert gut, trotz desMangelseineszugrundeliegen-
den statistischen Modelles. Was diesenAlgorithm us unter anderem attraktiv macht, ist
der Fall, dass man nach einer abgeschlossenenKurv e sucht, da er Gruppen von Linien
meldet, welche geschlosseneKurv en bilden.



9

2.3.2 Punktzu weisung mittels k-means

Die obige Methode versagt allerdings, wenn die Punkte isoliert liegen, sie also keinerlei
Anhaltspunkte •uber ihre Orientierung liefern. Man kann aber versuchen, mit einem k-
Means-Algorithmus zu bestimmen, welcher Punkt auf welcher Linie liegt. In diesemFall
geht man von folgendem Modell aus: es existieren k Linien und jede von ihnen ist der
Ursprung einer Teilmengeder Datenpunkte. Der k-MeansAlgorithm us versucht nun, eine
Zuweisungzwischen den Datenpunkten und den angenommenenk Linien zu �nden, indem
die Gesamtdistanz f•ur jedeLinie bez•uglich aller m•oglicherweisezu dieserLinie geh•orenden
Datenpunkte minimiert wird. Mathematisch wird dies wie folgt ausgedr•uckt:

minimiere
X

l i 2 Linien

X

(xn ;yn )2 l i

dist (l i ; (xn ; yn ))2: (8)

Allerdings bedeutetdie •Uberpr•ufung aller m•oglichenZuweisungenein Suche in einemunter
Umst•andensehrgro�en kombinatorischen Raum. Daher wird durch eineinitiale Zuordung
die Anzahl der m•oglichen zu untersuchendenZuweisungeneingeschr•ankt.
Grunds•atzlich wird folgenderma�en vorgegangen:

� weisejeden Punkt der Linie zu, die am n•achsten zu ihm liegt

� passedie Linie unter Ber•ucksichtigung der ihr zugewiesenenPunkte an diesean

Dies f•uhrt zu dem folgenden Algorithm us in Pseudocode. Die in diesem vorkommende
Konvergenzkann dadurch getestetwerden,dassman die Gr•o�e der •Anderungen innerhalb
der Linien beobachtet, ob die Zuordnung sich ge•andert haben, oder aber man beobachtet
die Summeder orthogonalen Abst•ande der Punkte von ihren Linien.

Algorithm us: Anpassungmit k-Means

w•ahle ein Zuweisungvon Linien zu Punkten und passedieseLinien unter Benutzungdieser
Zuweisungan

until Konvergenz

Teile jedemPunkt die am n•achstenliegendeLinie zu

Passedie Linien an

end

3 Kurv enanpassung

Im Prinzip verl•auft die Anpassung von Kurv en •ahnlich wie die Anpassung von Linien.
Es wird versucht, den quadratischen Abstand zwischen der Kurv e und den Datenpunk-
ten zu minimieren. Jedoch gestaltet sich hier die Berechnung des Abstandes ein wenig
schwieriger. An den zwei Hauptrepr•asentationsarten f•ur Kurv en, den impliziten und den
parametrischen Kurv en, soll diesesProblem exemplarisch erl•autert werden.
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3.1 Implizite Kurv en

Die Punkte einer impliziten Kurv en erf•ullen eineForm von parametrischer Gleichung. Be-
steht dieseGleichung aus einem Polynom, so wird die Kurv e algebraische Kurv e genannt.
Eine implizite Schreibweise wurde bereits bei der Behandlung der Total Least Squares-
Methode verwendet. Dort wurde eine Linie in Form der folgendenGleichung beschrieben:

ax + by+ c = 0 mit a2 + b2 = 1 (9)

Ein Kreis mit dem Zentrum im Punkt (a;b) und mit dem Radius r w•urde durch die
folgendeGleichung beschrieben:

x2 + y2 � 2ax � 2by+ a2 + b2 � r 2 = 0 (10)

Und als letztes Beispiel noch die Darstellung einer Ellipse in impliziter Form:

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0, mit b2 � 4ac < 0 (11)

Eine allgemeine Schreibweise ist � (x; y) = 0, wobei x und y die Koordinaten der auf
der Kurv e liegendenPunkte sind. Der Abstand zwischen einem Datenpunkt (xn ; yn ) und
dem zu ihm am n•achsten liegendenPunkt auf der Kurv e (u; v) ist dann ein zu der Kurv e
normaler Vektor zwischen dem Punkt auf der Kurv e und dem Datenpunkt. Man mussalso
nach allen Punkten (u; v) auf der Kurv e suchen mit den folgendenEigenschaften:

1. � (u; v) = 0, klar da (u; v) ein Punkt auf der Kurv e sein muss

2. s = (xn ; yn ) � (u; v) ist normal bez•uglich der Kurv e

Von allen dadurch gegebenenVektoren s ist die L•angedesk•urzestendie Distanz zwischen
der Kurv e und dem Datenpunkt (xn ; yn ).
W•ahrend die Berechnung der erstenEigenschaft einfach ist, mussf•ur die Bestimmung der
zweiten Eigenschaft mehr Aufwand betrieben werden.Der Normalenvektor bez•uglich einer
Kurv e hat die Orientierung in der man sich am schnellsten von der Kurv e entfernt. Also
•andert sich auch der Wert von � in dieseRichtung am schnellsten. Das bedeutet, dasssich
der Normalenvektor an einer Stelle (u; v) durch die Berechung von

s(u; v) =
�

@�
@x

;
@�
@y

�
(u; v); (12)

ergibt. Es existieren also die zwei Gleichungen (Punkt liegt auf der Linie und s normal zu
� ) mit zwei Unbekannten, n•amlich u und v, welche die gesuchten (u; v) erf•ullen m•ussen.
Das sieht nach einem grunds•atzlich leicht l•osbaren Problem aus. Allerdings stellt sich
heraus,dassselbst in dem vergleichbar einfachen Fall einesPolynoms vom Grad zwei sich
schon schwierig zu l•osendeGleichungen ergeben k•onnen. Ein Polynom h•oheren Grades
f•uhrt schlie�lic h zu nicht mehr e�zien t l•osbarenGleichungen.Daher ist man in der Praxis
dazu •ubergegangen,N•aherungswerte f•ur die Distanz zu bestimmen.
Die wohl bekannteste ist die algebraische Distanz. Hierbei wird die Distanz zwischen dem
Punkt und der Linie durch die Auswertung desPolynoms an der Stelle desDatenpunktes
n•aherungsweisebestimmt. Etwas formaler bedeutet das:

dist ((xn ; yn ); � (x; y)) = � (xn ; yn ) (13)
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Die algebraische Distanz kann f•ur nahe bei der Kurv e liegende Punkte als ausreichend
betrachtet werden, da � (xn ; yn ) ansteigt, wenn (xn ; yn ) sich normal zu der Kurv e bewegt,
der Normalenvektor durch den Gradienten von � de�niert ist und gleich bleibt, wenn
(xn ; yn ) sich tangential zur Kurv e bewegt. Allerdings ist die algebraische Distanz nicht
wohlde�niert, da esviele Polynome gibt, die zu derselben Kurv e geh•oren. Denn einedurch
�� (x; y) = 0 de�nierte Kurv e ist identisch mit der durch � (x; y) = 0 de�nierten Kurv e.
Eine m•oglicheL•osungk•onnte hier eineForm von Normalisierung der Koe�zien ten bringen.
Eine solche Art der Normalisierung wurde bereits in Kapitel 2.2.2angewendet. Dort wurde
die Linie � (x; y) = ax+ by+ c = 0 an die Datenpunkte angepasstunter der Einschr•ankung,
dass a2 + b2 = 1 gelten muss. In diesem Fall entspricht die algebraische Distanz der
euklidischen Distanz. Vor allem ist eswichtig, die Einschr•ankungen,die gemacht werden,
gut zu •uberdenken. W•urde man zum Beispiel bei der allgemeinen Formel f•ur konische
K•orper ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 einschr•anken, dassb = 1 gelten muss,so w•are
es nicht mehr m•oglich Kreise anzupassen.Daher hat man eine etwas 
exiblere Form der
Absch•atzung gefunden,bei der keine normalisierendeKonstante mehr verwendet wird:

dist ((xn ; yn ); � (x; y)) =
� (xn ; yn )

jr � (xn ; yn )j
: (14)

Es wird also die algebraische Distanz durch die L•angedesNormalenvektors dividiert, be-
ziehungsweisenormalisiert. Daher ist sieauch genauerals die algebraische Distanz. Anson-
sten hat sie die gleichen Eigenschaften wie diesebez•uglich der Bewegungin Richtung der
Normalen und der Bewegungtagential zur Kurv e. Durch das Dividieren durch die L•ange
der Normalen kann man die Ergebnissedieser Absch•atzung auch grob als prozentuale
Werte der Entfernung des Punktes von der Kurv e in Bezug auf die L•ange der Normalen
verstehen. In der Praxis wird dieseDistanz allerdings nur selten eingesetzt,da die alge-
braische Distanz wesentlich leichter zu l•osendenumerische Probleme liefert. Zudem ist die
algebraische Distanz auch auf h•oherdimensionaleProbleme anwendbar. So zum Beispiel
f•ur die Berechnung der Distanz zwischen einem Punkt und einer impliziten Ober
 •ache.
Daher �ndet man dieseauch h•au�ger in praktischen Anwendungenwieder.
Wirklic h problemlos ist keine der beiden Absch•atzungen.Vor allem wenn die Punkte wei-
ter von der Kurv e entfernt liegen, ist das Verhalten dieser Aproximationen noch nicht
besondersgut verstandenund daher nicht immer kontrollierbar.

3.2 Parametrisc he Kurv en

Bei einer parametrischen Kurv e werden die Koordinaten der Punkte, die auf der Kurv e
liegen, duch einen Parameter bestimmt, der sich entlang der Kurv e, also innerhalb ei-
nesbestimmten Wertebereiches,ver•andert. Die allgemeineSchreibweisef•ur parametrische
Kurv en lautet:

f (t) = (x(t); y(t)) = (x(t; � ); y(t; � )) , t 2 [tmin ; tmax ]: (15)

So w•urde zum Beispiel ein Kreis mit dem Zentrum im Punkt (a;b) und dem Radius r wie
folgt beschrieben:

(r sin(t) + a; r cos(t) + b) mit: � = (r; a; b); t 2 [0; 2� ) (16)

Und eine an den Koordinatenachsenausgerichtete Ellipse mit den Ausdehnungen r 1 und
r2 mit dem Zentrum an der Stelle (a;b) h•atte dieseRepr•asentation:

(r1 sin(t) + a; r 2 cos(t) + b) mit: � = (r 1; r2; a; b); t 2 [0; 2� ) (17)
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Die Vorgehensweise,um nun die Distanz zwischen einemPunkt und der Kurv e zu berech-
nen, ist •ahnlich der bei impliziten Kurv en. Es wird davon ausgegangen,dassman einen
gegebenenDatenpunkt (xn ; yn ) hat und man sucht den durch den Parameterwert � de�-
nierten Punkt auf der Kurv e, der die geringsteDistanz hat. Entweder liegt der Punkt an
dem einenoder dem anderenEnde der Kurv e, oder aber der Vektor von dem am n•achsten
zu dem Datenpunkt (xn ; yn ) liegende Punkt auf der Kurv e, (x(� ); y(� )) zu (xn ; yn ) ist
normal zur Kurv e. Also: s(� ) = (xn ; yn ) � (x(� ); y(� )) ist normal zu dem Tangentialv ek-
tor T . Wobei der Normalenvektor s(� ) in Analogie zu Abschnitt 3.1 wie folgt berechnet
wird:

s(� ) =
�

dx
dt

(� );
dy
dt

(� )
�

: (18)

Es existiert hier also nur eine Gleichung mit einer Unbekannten � , im Gegensatzzu den
impliziten Kurv en, bei denenes ja zwei Gleichungen und zwei Unbekannte waren. Aller-
dings sind x(t) und y(t) fast immer Polynome,da bei diesendie Berechnung der Nullstellen
einfacher ist.

4 Anpassung als probabilistisc hes Reduktionsmo dell

Bis jetzt waren die Kriterien f•ur die Anpassung an ein Modell geometrisch. Das hei�t,
man versuchte, die gemessenenDistanzen zwischen den Datenpunkten und der Linie zu
minimieren. Auch wenn die vorgestellte Total Least Squares-Methode als ein recht gutes
Kriterium erscheint, so sollte das Kriterium zur Anpassungdoch auf einem Fehlermodell
beruhen, welches die Abweichungen modelliert, so wie sie zu erwarten sind. Dies f•uhrt
zur•uck zu der Anpassungvon Linien an Punkte, von denenbekannt ist, dasssie auf Basis
einer Linie erzeugt wurden und vor allem von welcher Linie sie stammen.
Im Folgendensoll gezeigtwerden,dassTotal Least Squaresein probabilistischesKriterium
ist. Zuerst wird hierzu ein Modell entworfen, welchesdarstellt, wie die Messwerte bez•uglich
einer Linie simuliert werden k•onnen.
Es wird angenommen,dassN -mal ein Punkt auf der Linie mit einer gleichverteilten War-
scheinlichkeit ausgew•ahlt, senkrecht verschoben und dann gemessenwird. DieseVerschie-
bung soll gau�verteiltem Rauschen entsprechen.
Auch wenn im Prinzip die Auswahl des zu messendenPunktes nicht gleichverteilt sein
kann, da die Linie unendlich lang ist, so f•uhrt dies jedoch zu so minimalen Ver•anderun-
gen, dassdieserTatbestand au�er Acht gelassenwerden kann. Es existiert also eine Folge
von N Messwerten (xn ; yn ) die man aus dem folgendenModell erh•alt:

�
xn

yn

�
=

�
u
v

�
+ m

�
a
b

�
: (19)

Wobei gilt: m � N (0; � ), au + bv+ c = 0, und a2 + b2 = 1.
Man de�niert alsoeineLinie, die ausden Punkten (u; v) besteht. Um nun die Datenpunkte
zu erhalten, werden diesePunkte orthogonal zur Linie verschoben, indem man die beiden
Koe�zien ten a und b multipliziert mit einer gau�verteilten Zufallsvariable m zu dem
Punkt auf der Linie hinzuaddiert. Da davon ausgegangenwerdenkann, dassdie generierten
Datenpunkte stochastisch unabh•angig sind, ergibt sich f•ur ein so gew•ahltes Modell die
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folgendeLikelihood-Funktion:

P(xN
1 ; yN

1 ja; b;c) =
NY

n=1

P(xn ; yn ja; b;c) (20)

Wobei xN
1 f•ur x1; :::; xN steht. Nun kann man entweder die Werte w•ahlen, an denen die

Likelihood-Funktion ihr Maximum hat, oder aber man w•ahlt die maximale a posteriori
Linie bez•uglich desgegebenenModells. Da eskeinenbesonderenGrund gibt eineLinie vor
einer anderenzu w•ahlen und Maximum Likelihood ein gutes Kriterium ist, wird letzteres
gew•ahlt.
Da bekannt ist, dassdie Warscheinlichkeit der Einzelmesswerte gau�verteilt ist, also:

mit P(xn ; yn ja; b;c) �
1

p
2� � 2

exp(�
1

2� 2 (axn + byn + c)2);

folgt daraus, dassdie Log-Likelihood-Funktion wie folgt lautet:

�
1

2� 2

X

n

(axn + byn + c)2 mit a2 + b2 = 1: (21)

Berechnet man nun den Maximum Likelihood Wert, so f•uhrt dies zu dem Problem der
Berechnung von senkrechten Distanzen zwischen Punkten und Linien, welchesja schon in
Abschnitt 2.2.2 behandelt wurde.

Um mit diesemKriterium arbeiten zu k•onnen, gibt es zwei wichtige Ph•anomene,die
beachtet werden m•ussen:

� Robustheit: da bei dem Total Least Squares-Kriterium der quadratische Fehler
betrachtet wird, werdenweit au�erhalb liegendePunkte reltiv stark gewichtet. Unter
Umst•andenwerdenviele gute Datenpunkte durch wenigeAusrei�er •uberlagert. Dies
kann zu einer ziemlich starken Verschiebung der anzupassendenLinie f•uhren. In
dem folgendenAbschnitt werden zwei Ans•atze vorgestellt um mit diesemProblem
umzugehen.

� Fehlende Daten: bei der Least Squares-und der Total Least Squares-Methode
wurde angenommen,dassbekannt ist, welche Punkte von welcher Linie stammen.
Dies ist allerdings normalerweisenicht der Fall. In der Regel existieren neben den
Punkten der Linie noch eineMengeanderer,durch Rauschen erzeugtePunkte. Wenn
nun bekannt w•are, welcher Punkt von der Linie stammt, so k•onnte man sehr leicht
bestimmen, welche Gleichung die Linie darstellt. Genausok•onnte man, wenn man
w•usste,welche Punkte bei der Messungwelcher Linie gemessenwurden, sehr leicht
bestimmen, welche Punkte von der Linie erzeugt wurden.

5 Robustheit

Die bisher beschriebenen Verfahren enthalten quadratische Fehler-Terme. Dies kann zu
schlechten Anpassungenf•uhren, die darin begr•undet liegen,dasseinzelnePunkte, die weit
von der Mehrzahl der anderenPunkte entfernt liegen, eine sehr viel gr•o�ere Anzahl guter
Punkte dominieren, und dadurch das Ergebnis verf•alschen. Fehler bei der Erfassungoder
der •Ubermittlung der Daten sind h•au�g die Gr•unde f•ur solche Ausrei�er. Ein weiterer
Grund ist in vielen F•allen auch das zugrunde liegendeModell: eventuell wurden wichtige
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Ein
 •ussenicht beachtete oder ihr Ein
uss wurde untersch•atzt.
Einer der m•oglichen Ans•atze zum Umgang mit diesen Problemen gibt dem Modell die
Schuld. Das Modell geht zum Beispiel davon aus,dassAusrei�er nur sehrseltenauftreten,
obwohl dies sehr viel •ofter der Fall ist. Ein nat•urlicher Ansatz w•are hier, den Ein
uss
der Ausrei�er zu reduzieren (siehe Abschnitt 5.1) oder aber man erlaubt ein explizites
Ausrei�ermo dell. Ein andererAnsatz w•are die Suche nach Punkten, die f•ur die Anpassung
desModells als gut erscheinen (sieheAbschnitt 5.2).

5.1 M-Sc h•atzer

Eine M•oglichkeit, den Ein
uss von Aurei�ern auf den Anpassungsprozesszu verringern,
sind die sogenannten M-Sch•atzer. Bei diesemVerfahrenwird versucht eineFunktion durch
die Anpassung von Parameterwerten zu minimieren. Die zu minimierende Funktion hat
die folgendeallgemeineGestalt:

X

n

� (dist ((xn ; yn )� ); � ): (22)

Mit � alsdie ParameterdesModells,welchesangepasstwerdensoll und mit dist ((xn ; yn ); � )
als der Abstand des Datenpunktes (xn ; yn ) von dem durch � beschriebenen Modell. Im
Allgemeinen sieht � (u; � ) aus wie u2 f•ur gewisseTeile des Wertebereichs, und wird dann
nach au�en hin 
ac h. Eine g•angigeWahl lautet:

� (u; � ) =
u2

� 2 + u2 (23)

In Abbildung 3 ist die Funktion f•ur drei Werte von � 2 dargestellt. Hierbei kontrolliert der
Parameter � 2 den Punkt, ab dem die Funktion ab
acht. Je gr•o�er der Wert f•ur � 2 gew•ahlt
wird, umso gr•o�er ist der Ein
uss, den Ausrei�er auf die Anpassungdes Modells haben,
da selbst weiter au�erhalb liegendePunkte einen nicht so hohen Funktionswert ergeben.
W•ahlt man hingegen� 2 klein, soveringert sich auch der Ein
uss der Ausrei�er, da, sobald
ein Punkt nur einengeringenAbstand zum Modell hat, er schon einengro�en Wert f•ur die
Minimierungsfunktion liefert. Au�erdem kann man noch sehen,dassdie Gewichtung f•ur die
Ausrei�er ab einem gewissenPunkt immer konstant bei eins liegt. Ab einer bestimmten
Distanz ist es also unerheblich wie weit der Punkt entfernt liegt, seine Gewichtung ist
immer gleich hoch. Allerdings gibt es zwei Probleme die man bei der Benutzung von
M-Sch•atzern beachten muss:

� Zum einen ist die Berechnung der Extrema nicht analytisch m•oglich und muss ite-
rativ erfolgen.Hierbei k•onnen die folgendenStandard-Problemeauftreten:

1. eskann mehr als ein lokalels Minim um existieren

2. dasVerhalten der Methode h•angt vom Startpunkt ab, welcher f•ur die Methode
gew•ahlt wird

Eine g•angige L•osung um diesesProblem zu behandeln ist folgende:zuerst wird ei-
ne Teilmengealler Datenpunkte gew•ahlt, dann wird unter Benutzung der Methode
der kleinsten Quadrate an dieseTeilmengeangepasst.Das damit gefundeneErgeb-
nis wird nun als Startpunkt f•ur den Anpassungsprozessgew•ahlt. Diesen Prozess
wiederholt man dann f•ur eine gro�e Anzahl verschiedenerTeilmengen,um dadurch
sicherzustellen, dass in dieser Menge eine Probe ist, die vollst•andig aus guten Da-
tenpunkten besteht.
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Abbildung 3: Die Funktion � (u; � ) f•ur � 2 2 f 0; 1;1;10g (aus [1]).

� Zum anderenben•otigt der Sch•atzer einevern•unftige Wahl desParameters� , genannt
Skalierung. Das Problem ist folgendes:wird � zu klein gew•ahlt so f•uhrt dies dazu,
dasszu wenigePunkte als einer Linie zugeh•orig eingestuft werden. Wird � zu gro�
gew•ahlt, so werden auch zu weit au�erhalb liegendePunkte als der Linie zugeh•orig
bewertet. In beiden F•allen wird das Ergebnis der Anpassung negativ beein
usst.
Um diesesProblem zu l•osen, wird bei jeder Iteration der L•osungsmethode � neu
abgesch•atzt. Eine verbreitete Sch•atzung f•ur � , welche im Rahmendesunten stehende
iterativ en Algorithm usesverwendet wird, lautet:

� (i ) = 1; 4826mediann jdist ((xn ; yn ); � n� 1)j: (24)

Der Algorithm us in Pseudocode zur Anpassungeinesprobabilistischen Modells unter Be-
nutzung einesM-Sch•atzers lautet dann wie folgt:
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Algorithm us:

For s = 1 to s = k

ZieheeineTeilmengevon n verschiedenen,gleichverteiltgew•ahlten Punkten

PasseandieseMengevonPunkten,unterBenutzungvonMaximumLikelihood (gew•ohn-
lich kleinsteQuadrate)an um � 0

s zu erhalten

Sch•atze � 0
s unter Benutzungvon � 0

s ab

Until Konvergenz(gew•ohnlich: j� r
s � � r � 1

s jist klein)

Mache einen Minimierungsschrittdurch Anwendungvon � r � 1
s , � r � 1

s um � r
s zu

erhalten
Berechnenun � r

s

end

end

gib die besteAnpassungan die Mengezur•uck, unter BenutzungdesMediansder Restfehler
als Kriterium

5.2 Random Sample Consensus (RANSAC)

Eine Alternativ e zu dem Ansatz der Verringerung des Ein
usses von Ausrei�ern auf die
Anpassungdes Modells ist die Menge von Datenpunkten nach Punkten zu durchsuchen,
die f•ur die Anpassung des Modells als gut erscheinen. Ein iterativ er Prozess,wie der
nachfolgende,w•are hierf•ur gut geeignet:

1. w•ahle zuf•allig eine kleine Teilmengealler Punkte

2. passebez•uglich dieserTeilmengean

3. nun sieht man wie viele der anderen Punkte zu dem daraus resultierenden Objekt
passenund speichert dies als G•utekriterium f•ur die Anpassung

4. wiederholediesenProzesssolange,bis einehoheWarscheinlichkeit besteht, dasseine
der Anpassungennur auf Datenpunkten beruhte, die innerhalbe einesbestimmten
Bereichesum das anzupassendeModell liegen

Zum besserenVerst•andnissein kleinesBeispiel: angenommen,dasseine Linie an eine Da-
tenmengeangepasstwerden soll, die zu etwa 50 % aus Ausrei�ern besteht. Wenn nun aus
dieser Menge gleichverteilt Punktpaare gezogenwerden, so d•urften etwa ein viertel die-
ser Paare nur aus guten Datenpunkten bestehen.Solche guten Datenpunktpaare k•onnen
dadurch erkannt werden, dass eine gro�e Anzahl anderer Punkte in der N•ahe der Linie
liegen, welche wir mittels dieser Paare angepassthaben. Nun kann nat•urlich eine noch
bessereAnpassungdurch die Einbeziehung der Punkte, welche nahe bei der angepassten
Linie liegen, in dem neuerlichen Anpassungsprozesserfolgen.
Ein solcher Ansatz f•uhrt zu einem in [3] beschriebenen Algorithm us, welcher hilft, eine
zuf•allig gew•ahlte Datenmengezu �nden, welcher zu einer Anpassungf•uhrt, die zu der eine
gro�en Anzahl der Daten aus der Ursprungsdatenmengepassen.Dieser Algorithm us wird
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RANSACgenannt. Dies steht f•ur RANdom SAmple Consensus,was •ubersetzt soviel bedeu-
tet wie Zufallsproben•ubereinstimmung. Dieser Algorithm us zur Anpassungvon Linien in
Pseudocode lautet wie folgt:

Algorithm us:

Setzefest:

n - die kleinsteAnzahlan ben•otigten Punkten
k - die Anzahlder ben•otigten Iterationen
t - die Grenze,mittels welcherbestimmt wird, ob ein Punkt nahegenugbei der Linie

liegt
d - die Anzahlder ben•otigten in der N•aheliegendenPunkte um zuzusicherndassdas

Modell gut passt

Until k Iterationenwurdendurchgef•uhrt

ZieheeineTeilmengevon n Punkten, gleichverteiltausden Daten gew•ahlt

Passean dieseMengevon n Punkten an

For each Datenpunkt au�erhalb der Teilmenge

Pr•ufe die Distanz zwischenPunkt und Linie gegent. Falls die Distanz zwischen
dem Punkt und der Linie kleinerals t ist, dann liegt der Punkt nahe

end

Fallsd oder mehrPunkte existieren,derenAbstandvon der Linie kleinerals t ist, passe
die Linie unter Benutzungaller dieserPunkte wiederan.

end

Benutzedie besteAnpassungaus der Sammlung,unter VerwendungdesAnpassungsfehlers
als Kriterium

In diesemAlgorithm us existieren drei nicht spezi�zierte Paramter, n•amlich:

1. die Fehlertoleranz d um zu bestimmen, ob ein Punkt zu dem Modell kompatibel ist

2. die maximmale Anzahl an Versuchen k um eine •Ubereinstimmungsmengezu �nden,
beziehungsweisedie Anzahl der Teilmengen,die getestet werde m•ussen

3. der Grenzwert t um zu bestimmen wann ein Punkt nahe bei der Linie liegt

Fehlertoleranz um zu bestimmen wie gut die Realw erte und das Mo dell zu-
einander passen
Um nun festzustellen ob die ausgew•ahlten Datenpunkte zu dem Modell passen,wird
gez•ahlt, ob genug Punkte innerhalb einesgewissenAbstandes zu dem Modell liegen. Ist
diesder Fall, so ist die AnpassungdesModells gut. Geht man davon aus,dassw dem An-
teil der nahe genug beim Modell liegendenPunkte entspricht, so sollte man d so w•ahlen,
dass(1 � w)d klein ist.

Maximale Anzahl an Versuchen um eine •Ub ereinstimm ungsmenge zu �nden
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Das hier gew•ahlte Modell besteht ausPunkten, die gleichverteilt ausder Punktmenge aus-
gew•ahlt wurden. Bei jeder Wahl wird nur die minimale Anzahl n der Punkte ausgew•ahlt,
die ausreicht um das gesuchte Modell vollst•andig zu beschreiben. Wird nach Linien ge-
sucht, so werden zwei Punkte gew•ahlt, bei einem Kreis drei, und so weiter. Nun gilt f•ur
die erwartete Anzahl der Iterationen k, die ben•otigt werden um einen guten Punkt zu
erhalten: wenn man gew•ahrleisten m•ochten , dassmit einer Warscheinlichkeit z eine der
n-Elementigen Zufallsproben nur aus guten Datenpunkten bestehensoll, dann muss f•ur
das zu w•ahlendek gelten:

(1 � z) = (1 � wn )k (25)

So dassman k wie folgt berechnen kann:

k =
log(z)

log(1 � wn )
(26)

Im Allgemeinen ist jedoch nicht bekannt, welchen Wert w hat. Allerdings liefert jede
neue Anpassung weitere Anhaltspunkte f•ur den Wert von w. Man kann sagen, falls n
Datenpunkte ben•otigt werden, so ist die Warscheinlichkeit einer erfolgreichen Anpassung
wn . Nach einer langen Folge von Versuchen, kann w aufgrund dieser Folge abgesch•atzt
werden. Es wird also mit einer relativ niedrigen Absch•atzug von w angefangenund nach
einer gewissenAnzahl von Anpassungsversuchen wird w dann neu abgesch•atzt. Ab einem
gewissenPunkt ist w dann so gut abgesch•atzt dass keine weiteren Anpassungsversuche
mehr durchgef•uhrt werden m•ussen.

W ann liegt ein Punkt nahe bei der Linie? Um dieseFragebeantworten zu k•onnen,
wird die Distanz zwischen dem Punkt und der angepasstenLinie berechnet. Liegt diese
Distanz unter der Schranke t, so liegt der Punkt nahe bei der Linie. Die Festlegungdieses
Wertes ist Teil desModellierungsprozesses.Als beispielsweisebei der Anpassungder Linie
Maximium Likelihood verwendet wurde, gab es den Term der Standardabweichung � in
dem verwendeten Modell, welcher angab wie stark die Abweichungen von dem anzupas-
sendenModell im Durchschnitt abweichen.
Die Bestimmung einesWertesf•ur t wird oft heuristisch vorgenommen.Man sch•atzt in etwa
die Gr•o�enordnung f•ur t ab und wendet diesendann einigemale auf verschiedeneModelle
an. Dies macht man mit einigen Werten f•ur t und w•ahlt anschlie�end den, der die besten
Ergebnisseliefert. Ein anderer Ansatz w•are es, ein paar charakteristische Datenmengen
zu betrachten, die Linie mit dem Auge anzupassenund dann die Standardabweichung
abzusch•atzen.

6 Automatisc hen Fahrbahnerk ennung auf Autobahnen

Als abschlie�endes Beispiel f•ur die Segmentierung durch Modellanpassungsoll im Folgen-
dendie automatischeErkennung von Fahrbahnenauf Autobahnen beschriebenwerden.Die
Fahrbahnerkennung ist der grundlegendeSchritt um darauf aufbauend dann komplexere
Systemewie zum Beispiel Systemezur automatischen Verkehrs•uberwachung konstruieren
zu k•onnen,wie siezum Beispiel in [4] vorgestellt wurden. Geradef•ur solche Systemebieten
Autobahnen sich an, da hier einereltiv stark strukturierte Umgebungvorliegt. Der st•andig
zunehmendeVerkehr und die damit verbundene Zunahme des Aufwandes zur •Uberwa-
chung diesesVerkehrs macht solche automatisierten Systemezunehmend interessanter -
nicht nur zur •Uberwachung sondernauch zur intelligenten Steuerungder Verkehrs
 •usse.
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Abbildung 4: links: Bewegunsbahnen,rechts: die zentren der entsprechendenCluster (aus
[4]).

Als Basis f•ur die Erkennung der Fahrbahnen dienen Fimaufnahmen des Verkehrs
usses.
Diesewerden statischen Bildern vorgezogen,da man hier nichtstation •are Pan-Tilt-Zo om-
Kameras verwenden kann. Zudem ist ein solches Verfahren Blickwinkel und Skalenun-
abh•angig und weniger emp�ndlic h gegen•uber sensorischem Rauschen und Lichtver•ande-
rungen. Das einzige,was bei diesemVerfahren bekannt sein muss, ist die ungef•ahre Fahr-
bahnbreite, da diesesp•ater im Algorithm us ben•otigt wird.
Grob gesagtgeht der Algorithm us dann wie folgt vor: zuerst werden die sich bewegenden
Fahrzeugeerkannt und eventuelle •Uberdeckungen der Fahrzeugebehandelt, so dasszwei
Fahrzeuge,von denendaseinedasandere•uberdeckt, auch als zwei Fahrzeugeerkannt wer-
den. Danach werden die Bewegungender Fahrzeugeanalysiert, und abschlie�end k•onnen
dann auf dieserAnalyse aufbauenddie Fahrbahnenbestimmt werden.Um die Fahrbahnen
bestimmen zu k•onnen, wird zuerst von dem Benutzer eine Referenzsuche TR spezi�ziert.
Diesewird als Polynom vom Grad M dargestellt. In der Regelist als Referenzsuche ein Po-
lynom vom Grad 2 ausreichend. Nun geht man wie folgt vor: Suche BewegungsbahnenTi ,
die eine •ahnliche Ausrichtung haben wie die spezi�zierte Referenzsuche TR und die unter-
einandereinenAbstand haben, der der Fahrbahnbreite entspricht. Fassenun weitere Bah-
nen, die in der N•aheder Ti liegenzu Clustern zusammenund modelliere dieseCluster alle
f•unf Durchg•ange mit RANSACneu. Dies f•uhrt zu einer Least Squares-Polynomanpassung,
da RANSACrobust ist gegen•uber Ausrei�ern, die durch Fahrbahnwechsel, verdeckte Fahr-
zeugeoder Rauschen in der Videoaufnahme erzeugt wurden. In Abbildung 4 ist dieser
Vorgangbildlich dargestellt. Links sieht man die Bewegungsbahnenund rechts die daraus
reultierenden Cluster, die den Fahrbahnverlauf darstellen.

7 Zusammenfassung

Als Einstieg in dieseAusarbeitung wurde die Hough-Transformation vorgestellt. Danach
folgten, als distanzbasierteVerfahren,die Methode der kleinsten Quadrate und die Metho-
deder insgesamt kleinsten Quadrate. In diesemZusammenhangtrat dann dasProblem auf,
welche Punkte zu welcher Linie geh•oren. Dies wurde durch die Einf •uhrung der inkremen-
tellen Anpassungsowie der Punktzuweisungmittels k-Meansgel•ost. Bis dahin wurden als
anzupassendeModelle lediglich Linien verwendet, da hierdurch die Anschaulichkeit besser
erhalten blieb. Um aber zu zeigenwie eine Erweiterung auf komplexereModelle aussehen
k•onnte, wurden die vorgestellten Verfahren auch f•ur die Anpassungvon Kurv en, sowohl
impliziter als auch parametrischer Kurv en, erl•autert. Um dasgeometrische Kriterium, was
bis dahin immer verwendet wurde, durch ein probabilistisch motiviertes Kriterium zu er-
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setzten,wurde nachgewiesen,dassdie Methode der insegesamt kleinsten Quadrate an sich
bereits ein probabilistisches Kriterium ist. Anschlie�end wurde die Robustheit der Ver-
fahren durch die Verwendung von M-Sch•atzern und dem RANSAC-Algorithm us verbessert.
Als letztes wurde dann noch ein Beispiel zur Erkennung von Fahrbahnenauf Autobahnen
vorgestellt.
Abschlie�end kann man sagen,dassdie Segmentierung durch Modellanpassungein vielsei-
tig einsetzbaresVerfahren ist um Objekte in Bildern zu bestimmenund welchesbesonders
durch die Erh•ohung der Robustheit noch mehr an Attrktivit •at hinzugewinnt.
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